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12. LOGICA

Este cuaderno es uno de los diez nuevos
titulos que ha elaborado el National
Council of Teachers of Mathematics,
los que se suman a la serie de ocho ya
aparecidos y reimpresos varias veces en
la versién castellana.

Como cada uno de los ocho cuadernos
mencionados, el presente, el ‘doce en la
coleceién, ha sido escrito para maestros
de ensefianza elemental y media, y alum-
nos de este dltimo ciclo. Comprende la
exposicién del tema Légica, basico en
mateméticas. Este tema, como los que
trata la serie, ahora de dieciocho, se halla
entre los que el maestro necesita dominar
para tener una comprension més cabal de
la matematica que usualmente se ensefia
en esos grados. Cada cuaderno es la
introducciéon a un tema, no un tratado
exhaustivo.

Los temae escogidos son especialmente
importantes para aquellos maestros que
consideran que las experiencias de
aprendizaje, transmitidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian empezar
por el desarrollo de algunos conceptos
unificadores basicos en matematicas, y
para los alumnos de nivel medio y
superior que deseen comprehder maés a
fondo los conceptos basicos de la
matemética, tratados en cada uno de
estos cuadernos.

Es el deseo de los autores y del NCTM
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Prologo

Este cuaderno es una de las diecz nuevas unidades de una serie intro-
ducida en 1964 por el Conscjo Nacional de Profesores de Mateméticas
(National Council of Teachers of Mathematics: NCTM). Como los ocho
primeros cuadernos recibieron tan buena acogida (ya se han reimpreso
varias veces), se pensé que una extensién de los temas tratados serfa con-
veniente.

Como los primeros cuadernos {nims. 1 al 8), las nuevas unidades se
han escrito pensando mas bien c¢n los profesores de escuclas primarias que
en sus alumnos. Cada cuaderno presenta la exposicién de un tema bésico
de las matematicas. Los temas escogidos estin entre aquellos con los que
dehen familiarizarse los profcsores de primaria para poder tratar con ver-
dadera comprensién las matematicas que por lo comiin se ensefian ¢n la
escucla primaria. Los cuadernos presentan una introduccién al tema que
enfocan, no un tratamiento exhaustivo de él; ¢l lector interesado puede
estudiar estos temas con mayor profundidad en otras publicaciones.

Los temas se han escogido especialmente con el propésito de proporcio-
nar material bisico a los profesores que creen que las experiencias de
aprendizaje que se proporcionan a Jos nifies en sus primeros afios escola-
res deben incluir una introduccién sencilla a algunos de los conceptos uni-
ficadores centrales de la matemdtica. Muchos profesores se han encontrado
con que su educacion profesional no les prepard para la ensefianza de la
aritmética de un modo acorde con este punto de vista, Los autores tienen
1a esperanza, al igual que Ja NCTM, de que csta serie de cuadernos pueda
ayudar a los profesores, y ciertamente a todas aquellas personas interesadas
en mejorar la ensefianza de las matemiticas.

Los primeros titulos son los siguientes:

Cuaderno 1: Conjuntos

Cuaderno 2: Nimeros enteros

Cuaderno 3: Sistemas de numeracidn para los nimeros enteros
Cuaderno 4: Algoritmos de las operaciones con nitmeros enteros
Cuaderno 5: Numeros y sus factores
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Cuaderno 6: Ndmeros racionales
Cuaderno 7: Sistemas de numeracién para los nitmeros racionales
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Los nuevos titulos son los siguientes:

Cuaderno 9: El sistema de los enteros

Cuaderno 10: El sistema de los ndmeros racionales

Cuaderno 11: Bl sistema de los nimeros reales

Cuaderno 12: Ldgica

Cuaderno 13: Grdficas, relaciones y funciones

Cuaderno 14: Geometria informal

Cuaderno 15: Medida

Cuaderno 16: Recopilacidn, organizacidn e interpretacién de datos
Cuaderno 17: Sugerencias para la resolucién de problemas
Cuaderno 18: Simetria, congruencia y semejanza

Se sugiere que, de ordinario, los cuadernos se lean en el orden de los
ndmeros que se les han asignado, pues, hasta cierto punto, se ha seguido un
proceso en espiral para atacar los distintos temas.

Los nuevos folletos comenzaron a elaborarlos en 1966 los miembros
escritores de un grupo de verano, Los autores expresan aqui su més sincero
agradecimiento 2 las siguientes personas por haber leido parte de los manus-
critos y por sus cambios de impresiones con los autores durante la prepara-
cién de los cuadernos: a Joseph M, Trotter, principal de la Escuela de San
Luis Rey, y a Bonita Trotter, profesora de la Laurel School, ambos del
Distrito Oceénico de la Union School; a John M. Hoffman, director de la
Seccién de Recursos Educativos de la Comunidad del Departamento de
Educacién del Condado de San Diego; y a James E. Inskeep, Jr., profesor
de educacién en el San Diego State College. Los autores se sienten en deuda
especialmente con Alice C. Beckenbach por su amplia ayuda en la organi-
zacidn y edicién del material para varios de los cuadernos. Expresan también
su mas profundo agradecimiento a Elaine Barth y su espléndido grupo de
mecandgrafos por su excelente trabajo en la preparacién del manuscrito.

El nuevo proyecto, emprendido para proseguir el trabajo del primero,
lo inicié y apadriné el Comité de Publicaciones Suplementarias de la
NCTM bajo la presidencia de William Wooton. La NCTM, que propor-
cion6 apoyo financiero, hace ahora publico su agradecimiento al grupo de
autores de la presente extensién de la serie “Tema”. A continuacién damos
sus nombres:



George Arbogast
Manuel P, Berri
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Louis S. Cohen

Helen L. Curran
Patricia Davidson
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L bgica

CUADERNO ] Q

INTRODUCCION

La lAgica en general, y la 1égica_simbdlica en particular, es el estudio
sistemético del proceso de razonamiento preciso. No es, sin embargo, un

sustituto del razonamiento preciso; manipular simbolos, que es uno de los
procedimientos de la 16gica, no es ]a misma cosa que pensar. Lo que los mé-
todos de la légica pueden hacer por nosotros es clarificar nuestros tipos de

pensamiento, guiarnos en la correccién de nuestros procesos de razonamiento
y ayudarnos a_evitar errores.
La finalidad de la légica simbélica s la de reducir procedimientos ver-
icados en simples dispositivos de letras y simbolos. A groso modo,
podemos comparar esto al uso de los numerales y los signos de la aritmética
para ayudamos a simplificar lo que de otro modo seria muy largo e incluiria
enunciados verbales acerca de los nimeros. Para probar las ventajas de los
simbolos en aritmética bastard que el lector intente poner los conceptos
numéricos expresados por (3 + 4) + 5 = 12 en palabras.

Exactamente lo mismo que los niimeros son los elementos bésicos de la
aritmética, las proposiciones simples son los elementos de la 16gica. Comen-
zamos nuestras experiencias aritméticas con un sencillo conjunto de nimeros
naturales, {1, 2, 3, ...}, y construimos estructuras mas complicadas, como,
por ejemplo, el sistema de los nimeros racionales. Anélogamente, comen-
zamos en légica con las proposiciones simples, y usamos después éstas para
formar proposiciones mas complicadas. En la légica aprendemos las reglag_
para la manipulacién de las sentencias.

PROPOSICIONES

. . .

n

Una proposicién simple, llamada a menudo también una proposicién
atémica, es casi exactamente la misma cosa en lgica que en lenguaje comin
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12 PROPOSICIONES

y_corriente. Para asegurar una mayor precisién en la légica, establecemos
algunas restricciones que no se aplican en la gramitica para que puedan
considerarse aceptables en la 1égica.

Examinemos primero algunas propesiciones simples del lenguaje ordi-
nario y de las mateméticas.

¥ 1. Lincoln fue el decimosexto presidente de Estados Unidos.
2 3 <5,
F 3 San Francisco es la capital de California.
4 6> 7.
A 5. El es profesor.
6. x> 9
N 7. Maria est4 en el tercer grado.
8. EI rey de Francia tiene el pelo rojo.

En general, una proposicién simple es declarativa, Tiene un sujeto y un
predicado. No tiene clausulas componentes unidas por conjunciones como
“y?, “o”, “si... entonces”.

No vale la penz detenerse demasiado en la definicién de simplicidad.
Por una parte, hay_proposiciones simples_y proposiciones compuestas con
igual significado: “los hombres buenos son generosos” y “si un hombre es
bueno, entonces es generoso”; “Marfa y Juan tienen seis aios” y “Maria
tiene seis afios, y Juan tiene seis afios”, son ejemplos de cllo, Por otra parte,
a veces es muy dificil estar seguros de la simplicidad. La proposicién “él
es mis alto de lo que ella era” tiene dos verbos; pero la conjuncién “que”
no estd entre Jas de la lista de prohibidas {*y”, “0”, “si..". entonces”) y la
propasicién es analoga en su forma a “5 ™ 3",

Hay una restriccién especial que queda ilustrada por el agrupamiento
que hicimos en les cjemplos. Las primeras dos proposiciones son verdade-
ras (V). Enuncian hechos indiscutibles. Las segundas dos son falsas (F).
Estin c¢n contradiccién con hechos indiscutibles, Las dos siguientes son
abiertas (A). Contienen un pronombre o una variable y dependen, para
su verdad o falsedad, de qué es lo que sea lo que sustituya al pronombre
o variable. Las Gltimas dos no tienen sentido (N) en la forma en que estan,
“Maria”, siendo nombre propio, no es suficientemente claro. La proposicién
podria perfectamente ser cierta o falsa si se enunciase en un contexto; por
ejemplo, si fuese parte de la contestaciéon de una madre a la pregunta de
otra mujer: “;cudl es el grado que cstan cursando sus hijos ahora?”, La
proposicién final es realmente una para la que no hay esperanzas, salvo
que haya habido un cambio sfibito en la politica francesa entre el tiempo
cn que eoste libro fue escrito y el tiempo en que el lector lo esta leyendo. El
sujeto de la proposicién no es que no esté claro, como el “Maria” de Ia pro-
posicién anterior, sino simplemente que no existe,



PROPOSICIONES SIMPLES i3

Vamos a cxigir que todas las proposiciones simples usadas puedan cla-
sificarse como verdaderas o falsas para todo reemplazo permisible de varia-
bles o pronombres (si es que hay alguno) que se haga. Esta exigencia pide
que especifiquemos qué nombres pueden usarse para reemplazar los pro-
nombres o variables; el conjunto de nombres se llama “conjunto de reem-
plazamientos”. No debe contener términos no apropiados. “El presidente
Johnson™ no puede estar en el conjunto de reemplazamiento para x en la
proposicién 6. El subconjunto del conjunto de reemplazamiento que hace
cierta una proposicién se llama “conjunto de verdad” de la proposicién,
Por cjemplo, el conjunto de rcemplazamiento para la proposicion 6 podria
ser ¢l conjunto de los nmeros cnteros, y en tal caso el conjunto de verdad
seria {10, 11, 12, ..}.

Aclaremos lo que se entiende por “capaz de clasificarse como verdadera
o falsa”, ;Por qué no ser mas directo y exigir que la proposicién sea cier-
ta o falsa después de cualguier reemplazamiento necesario? Hemos visto
un ejemplo que ilustra la contestacion: “Maria cursa el tercer grado,”
Ciertamente, es muy dificil clasificar casi cualquicr proposicién en espafiol
como cierta o falsa en sus propios méritos, sin ningin contexto. Tomemos,
por ejemplo, la proposicién 1. ;Cémo responderia el lector a alguien que
dijese: “falso; Lincoln es una ciudad de Inglaterra”, o a uno que dijese:
“squién es Lincoln?”,

Una de las mayores fuentes de discrepancia entre las personas es pre-
cisamente que no ticnen Ja misma clasificacién sobre la verdad o falsedad
de sus proposiciones simples. Toda la necesaria manipulacién légica del
mundo no nos salvard si nuestros elementos bésicos de construccién son
defectuosos. En matematicas, el contexto es usualmente mas claro que en la
conversacidén casual, pero debemos estar en guardia para asegurarnos de tal
claridad incluso ahi., Proposiciones hechas pensande en los nameros natu-
rales (el conjunto {1, 2, 3, ...}) se hacen falsas en términos de enteros
(el conjunto {...,3,2,71,0,1,2,3, ...}) y viceversa. “Ei producto de
dos ndmeros es mayor o igual que cualguiera de los factores” es un enua-
ciado que serd cicrto en los ndmeros naturales, pero no en los enteros, ya
que, por ejemplo, 0 X 5 = 0; y el producto resultante no es igual o mayor
que 5. El enunciado ‘“‘cuando un nimero se resta de otro, el resultado es
un ndmero’” es cierto para los cnteros; pero no es cierto para los nimeros
naturales, porque 1 — 5 no ticne sentido en términes de los niimeros na-
turales.

Por otra parte, tanto e¢n matematicas como en literatura tenemos pro-
posiciones que son ciertas sélo porque decimos que lo son, En matemdticas
estas proposiciones son definiciones y axiomas, En literatura son los su-
puestos fundamentales de una obra de ficcién. Si el lector se encuentra
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ante una prueba de falso-verdadero la proposicion “Huckleberry Finn era
un amigo de Tom Sawyer”, el lector la clasificar4d como verdadera porque
Mark Twain asi la concibié.

Asi pues, sin meternos més a fondo en la cuestién, supongamos que
tenemos un conjunto de proposiciones simples que retinen las condiciones
establecidas para la clasificacién en verdaderas o falsas. Frecuentemente
usaremos una letra maylscula para representar una proposicién. Por ejem-
plo, podemos reemplazar la proposicién “Lincoln fue el decimosexto pre-
sidente de Estados Unidos” por la letra “L”.

icio

Las proposiciones pueden construirse partiendo de otras proposiciones
y, fundamentalmente, de proposiciones simples o atémicas, asociindolas
con una lista convenida de conjunciones légicas. Estas conjunciones son “y”,
“o”, y “si... entonces”; usamos también “no”, aunque hablando estricta-
mente no es una conjuncién, ya que afecta sélo 2 una proposicion. En
logica, estas conjunciones estin provistas de un significado preciso de modo
que el resultado serd una proposicién compuesta que podré clasificarse en
verdadera o falsa, segiin cuil sea la clasificacién de sus componentes. Asi
pues, una vez dada la clasificacién de nuestras proposiciones simples {até-
micas), nunca perdemos la posibilidad de una clasificacién definida, no
importa cu4n compleja sea la proposicién estudiada.

NO

Comenzamos con “no”, que abreviamos usando el simbolo 73, “7L”,
por tanto, equivale a “Lincoln no fue el decimosexto presidente de Esta-
dos Unidos”. Convenimos en que el uso de “no” o “—1" actfia para invertir
la clasificacién de la proposicién con la que se usa. Expresamos esto como “la
negacién de una proposicién verdadera es una falsa, y la negacién de una
proposicidén falsa es verdadera”. Nétese que la negacién de una negacién
nos vuelve a traer sin cambio la clasificacién primitiva. La proposicién “no
es cierto que Lincoln no fuera el decimosexto presidente de Estados Uni-
dos” es igual que “1IL” y es un modo enredado de expresar exactamente
lo mismo que L.

En espafiol, “no” se coloca de un modo general inmediatamente antes del
primer elemento verbal de la proposicién; en matemiticas, es frecuente
indicar la negacién por el dibujo de una raya que cruza un simbolo. Par-
tiendo de “x = 3 (lo que leemos “x es igual a 3”) llegamos a “x £ 3”
(lo que se lee: “x no es igual a 3”) al negar la primera.
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Y

Consideramos a continuacién M:junci(m “y”. Si ponemos “y” entre
dos proposiciones simples, estamos afirmando las dos declaraciones que en
ellas aparecen. Supongamos que G representa a “x > 5" y que E repre-
senta “x es par”, con el conjunto de log niimeros naturales como conjunto
de reemplazamiento. Entonces la proposicién “x > 5 y x es par”, que repre-
sentamos en breve por “G & E”, es cierta exactamente cuando G y E son
simultineamente ciertas, es decir, siempre que x denomine a un nimero
que sea a la vez mayor que 5 y par. El conjunto de verdad de G es {8, 7,
89,10, ...}, yelde Ees {2,4,6,8, 10, ...}. El de G&E es {6, 8,
10, ...}, que consta de los niimeros naturales pares mayores que 5, Aunque
7 estd en el conjunto de verdad de G (7 > 5}, no estd en el conjunto de
verdad de G & E porque 7 no es par. Aungue 4 est4 en el conjunto de ver-
dad de E (x es par), no esti en el conjunto de verdad de G & E porque
no es mayor que 5.

Para Jas proposiciones que contienen variables es 1til con frecuencia un
diagrama anélogo al de Venn o Euler. (Véase el cuaderno 1: Conjuntos.)
El lector recordard que un diagrama de Venn es un diagrama tal como el
que aparece en la figura 1, en el que un conjunto de reemplazamiento, o

J

Diagrama de Venn

FIGURA 1

universal, U est4 representado por el interior de un rectangule y donde uno
o mas subconjuntos estdn representados por los interiores de otras curvas
cerradas simples, tales como los circulos que en la figura aparecen. Som-
breando regiones apropiadas podemos representar la unién o interseccién
de subconjuntos, como se sugiere en la figura 2, en donde el diagrama de la
izquierda representa el conjunto cuyos elementos son aquellos que estin
tanto en 4 como en B, mientras que el diagrama de la derecha representa
el conjunto cuyos elementos son aquellos que estan en 4 o en B o en ambos.

La clase de diagrama que deseamos usar es un poco diferente en apa-
riencia, pero muy analoga en interpretacién, Convengamos primero en re-
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A M B sormbreado A \J B sombreado
FIGURA 2

presentar el conjunto de reemplazamiento para una variable en una propo-
sicién simple por el interior de un rectangulo (fig. 3).

Conjunto de reemplazamiento
para
una proposicién simple P

FIGURA 3

Como el conjunto de reemplazamiento para la proposicién “x > 57
supusimos era el conjunte de todos los nameros naturales, {1, 2, 3, ...}, se
considera que el interior del rectingulo para esta proposicién contiene a

1, 2L 885 e

Conjunto de reemplazamiento para x en ‘“x 2> 5.

FIGURA 4

todos los elementos de este conjunto (fig. 4). A continuacién, dibujando
un segmento vertical a través del interior del rectangulo, podemos imaginar
el conjunto de reemplazamiento separado en dos subconjuntos, uno de los
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cuales es el conjunto de verdad para x > 5, mientras que el otro es el sub-
conjunto de los nlimeros naturales que no estan en este conjunto de verdad,
Convengamos en usar, ¢n cste caso, la regién a la derecha para ¢l conjunto
de verdad, como sc sugiere en la figura 5.

Proposicién Proposicién
faisa verdadera
1,028, 6, 7, 8

4,5 9,10, 15,

29

Cenjunto de rcemplazamiento para x en “x - 57

FIGURA 5

También podriamos haber cruzado un segmento divisorio horizentahinen-
te en el interior de un rectangulo diferente para dividir el conjunto de
reemplazamiento en dos conjuntos, uno de los cuales es el conjunto de ver-
dad para otra proposicién. Para ilustrar esto, usemos la proposicién “x cs
par’ y convengamos en usar la regién superior para ¢l conjunto de verdad,
segin mostramos en la figura 6.

Proposicién
2,4 6.8, ... verdadera

Proposicidn
1, 35 7, ... falsa

Conjunto de reemplazamiento para x en ‘“‘x es par”

FIGURA 6

Como los interiores de los dos rectingulos en las figuras 5 y 6 repre-
sentan el mismo conjunto, {1, 2, 3, ...}, superpongamos uno sobre el otro
para obtener el rectangulo que mostramos en la figura 7,
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“x :(-.; 51! ‘lx :-..> 5."
[also verdaders
“x es par’
It 6, 8,10, ... verdadero
= “x es par’
l. 3: 2 7, 9 ll,--- falso

Conjunto de reemplazamiento para x en “x > 5 y x es par’,

FIGURA 7

Podemies ahora describir los contenidos de las cuatro regiones en que este
rectingulo ha quedado dinidido en la forma que aparece en la figura 8.
Podemos generalizar la idea de los diagramas rectangulares desarrotlados
usando “x > 5”7 y “x s par”, y aplicatla a cualesquier dos proposiciones
simples, Para hacer esto tendremos que representar las proposiciones de

“x > 5" g5 falso. “x Y 5" es verdadero.
"% es par” es verdadero, “x es par’ es verdadero.
"x 2> 5" es falso. “y 7> 57 es verdadero.

it

“x es par” s falso. g3 par’” es falso.

FIGURA 8

alguna manera, asi que convengamos c¢n lamar a una de ellas P y a la otra
Q. Entonces, la negacién de P cstard representada por TP (léase 'no P7),
y la negacién de Q por T1Q (léase “no Q). Nétese que Py 1P nunca son
clertas para un mismo reemplazamiento de la variable. Asi, “x > 5" y
“x } 5 nunca son simultineamente ciertas. En realidad, la verdad de una
implica la falsedad de la otra. Cuando x es igual a 2, por ejemplo, 2 > 5
es falsa, pero 2 } 5 ¢s verdadera; mientras que si x es igual a 7, 7 > 5 es
vardadera pero 7 B 5 es falsa.

Usando los simbolos P, 7P, Q y 1@, podernos representar los conjun-
tos de verdad de cada una de estas proposiciones por los rectingulos que se
muestran cn la figura 9,
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—Q

FIGURA 9

Entonces, cuando supcrponernos, uno de estos rectangulos sobre ¢l otro, los
conjuntos de verdad de las proposiciones compuestas aparecen como regio-
nes doblemente sombreadas. En la figura 10, el rectangulo para P, super-
pucsto sobre ¢l rectingulo para Q, muestra ¢l conjunto de verdad para
la proposicicn compuesta P & Q. El conjunto de verdad para P& Q s la
interseccion de los confuntos de verdad para Py Q. Compérese esto con las
dreas que se traslapan cn un diagrama de Venn para la interscecién de
conjuntos A y B (Dig. 111.

P
i
Q
b’
Proposicién compuesta P&EQ Proposicién 4 M B
doblemente sombreada.
FIGURA 10 FIGURA 11

Un diagrama para el conjunto de verdad de una proposicién compuesta
de la forma P & “1Q se muestra en la forma que aparece en la figura 12,
Como un ejemplo especifico de esta clase de proposicién compuesta, consi-
deremos de nueve las proposiciones simples “x > 57 y “x es par”, con el
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P

—Q

r

Praposicidn compuesta P & —1Q doblemente sombreada

FIGURA 12

conjunto de los nameros naturales como conjunto de reemplazamiento.
Hagamos que P desempeiic el papel de “x > 57 si Q desempefia ¢l papel
de “x es par”, entonces “1Q es la proposicién “x no cs par”. Los diagramas
para los conjuntos de verdad de P y “1Q, tendrian el aspecto, antes de
superponerlos uno sobre otro, que aparece ¢n la figura 13,

b 1 P

2,4,6, ... Q

1,2,3,4,5

FIGURA 13

Si superponemos un rectdngulo sobre el otro, producimos ia figura 14.
La regién inferior derecha, que esti doblemente sombreada, es el conjunto
de verdad de P & —1Q.
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—.P P
2,4 =6, 8, 10,...= @
‘ l $2s
0 79,11, . B —Q

Proposicién compuesta P & —1Q doblemente sombreada

FIGURA 14

En espafiol hay muchas formas en que la conjuncién que representa-
mos abreviadamente por “&” puede parafrasearse. A veces escribimos “tanto
P como Q”. Incluso en ocasiones decimos “P pero Q” con el mismo signi-
ficado logico que “P y Q" aunque distinto estado de dnimo. Por ejemplo,
si P representa a “estd lloviendo™ y @ “me marcho”, la verdad es que ex-
presamos un sentido de reluctancia o fastidio al decir “esta lloviendo, pero
me marcho”. Este sentido no es aparente en “estd lloviendo y me marcho”,
aunque, desde un punto de vista 16gico, ambas expresan lo mismo.

Si las dos proposiciones simples que se combinan tienen el mismo sujeto,
puede usarse una construccién relativa o incluso adjetival. Por cjemplo,
podemos combinar “x ¢s un numero impar” y “x es un multiplo de 5” en
cualesquiera de las siguientes formas: “x es un ntmero impar que es un
multiplo de 5”, 0 “x es un mualtiplo impar de 53”.

Noétese que P& Q y Q & P tienen la misma clasificacién de verdad o
falsedad. En el lenguaje comtin puede que exista un ligero cambio de sen-
tido debido al mayor o menor énfasis. “Mc voy, pero estd lloviendo” y
“esta lloviendo, pero me voy” tienen una nota caracteristica distinta; pero
no hay ninguna diferencia en su verdad o falsedad.

Cuando dos expresiones légicas coinciden siempre en su clasificacién,
independientemente de casos especiales de sustitucién, las llamamos “légi-

camente equivalentes”, Asi P& Q y Q & P son légicamente equivalentes,
como lo son también P y T11P,
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O

(g )

La conjuncisn o™ tiene cn espanal dos significados. A uno de cllos
se le lama ¢l "o exclusive” (o disyuntive, propiamente dicho! vy algunas
veces se cnuncia diciendo “o una o ¢l atra, pere no snibos™ Al oten signi-
ficado se le Hama ¢l “o mclusive™, {o distribulivo propiamente liablando)
y en los documentos legales se oxpresa a veees por “yzo™, En tnatemiticas y
en logica zempre se usa el "o inclusivo”,. Los romanos tenfan dos palabras
difcrentes para estos dos distintos significados: aut era el “o exclusivo™ y
vel vra ¢l ™o inclusivo”, En matemdticas, nucstra abreviatura para oV es
V', lo que nos recuerda al vel. Asi, “P Y Q" significa “P y/o ", pero por
convenencld se lee “P o QU

El conjunto de verdad de PV @ es la unisn de los conjuntos de verdad
de P v Q. Es decir, clasificamos a PV Q como verdadero siempre que
P sea verdadero, o que Q sea verdadero, o que ambos sean verdaderos, Un
diagarma rectangular para ¢l conjunto de verdad de P v Q se muestra ¢n
la figma 15, Teda la regién sombreada, que comprende las tres cuartas

£ false P verdadero - P P
i §5izisinits | iﬁ% )
Qedadm 2,4 6,8,10,... R
i i verdade m
i {HEING ﬁ 2
— =
i 1,3,5 =7,9,11,...547'Q
Propusition compuesta PV Q, Proposicion compuesta “x > 5 o x es par”,
sombreada o doblemente sombreada. sombreada o doblemente sombreada.
FIGURA 15 FIGURA 16

partes del rectangulo grande, representa el conjunto de verdad. El lector
debe comparar esta drea sombreada con el arca sombreada en el diagrama
de Venn para la unién de los conjuntos 4 y B, A U B, en la figura 2
Pensemos de nuevo, como ejemplo especifico, en las proposiciones simples
“x 22 5"y "x es par’, con el conjunto de los nlumeros naturales conio con-
junto de reemplazamiento para x en ambas. El diagrama resultante, mos-
trando los clomentos del conjunto de reemplazamicnto, aparcceria como



PROPOSICIONES COMPUESTAS 23

e

se muestra en la figura 16, Como “x 2= 3 o x ¢s par” es acito ¢ cuando
x 2> 5 o cuando x es par, o cuando ambas cosas ocurren, las Ginicos nGmetos
del conjunto de reemplazamiento que no estan también en ¢l conjunto de
verdad son 1, 3 v 5.

Exactamente lo mismo que “P& @” y “Q & P” son ldgicamente cqui-
valentes, también lo son “P VV Q" y “Q V P". Cuando una de estas propo-
siciones es cierta, también lo es la otra; y cuando una de las praposiciones
cs falsa, también la otra lo es.

: S

L.a conjuncidén basica que nos queda usa las dos palabras "si' v " enton-
ces”' en su forma habitual, aungue hay muchos modos de expresar la nusma
idea. La conjuncién se usa con proposiciones simples P v Q para obtener
proposiciones compucstas de la ferma st P, ¢ntonces Q7. Como las con-
sceuencias légicas dircctas de esta conjuncion son muis faciles de explicar
que los problemas verbales asociados con ¢l comenzarenios con o pritnero.

Q verdadero

Q falso

Proposicién compuesta P—> (. sombreada,
FIGURA 17

La conjuncién se simboliza por e dio de una flecha de una sola pun-
ta, >. Asi, P~ Q s¢ lee “si P, entores Q7 o, “P imphea Q7. El valox
de verdad asignado a P— Q os ¢n «izrta forma cuniose. El rectdngulo de
la figura 17 nos muestra este conjunto de verdad. El dibujo muestra que
P — O cs cierto, excepto cuando P oes cierto y Q falso. Por cjemplo, sca
P la proposicién simple “hace calor”, ¥ sea Q la propesicion simple “ine
marcho”. La proposicién compursta P - @ seria entonces: si Lace calor,
entonees e marcho™,
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En una proposicién cn espaiiol, la palabra “entonces” se omite a menudo
como superflua, la anterior proposicién normalmente se enunciaria dicien-
do “si hace calor, me marcho”.

¢Cudndo seria {alsa esta afirmacién? Solamente si el tiecmpo fuera calu-
roso y ¢l que hablé no se marchase, ;Pcro ¢ntonces qué hay cuando hace
frio? El que hablé tendria que tomar de nueve una decisién. Podria hacer
lo que quisicra. ¢ Significa esto que originalmente mintid cuando dijo “si
hace calor me marcho”? De ninglin modo. $u condicién no se verificé, luego
su afirmacién no le obliga a accién alguna, ni positiva ni negativa, Esto
hace nienos curioso el hecho de que P —» Q se dice que cs cierta incluso
cuando P sea falsa.

Para ilustrar Ja variedad casi oscurecedora de designaciones de esta
conjuncién que se usan particularmente en matematicas, sustituiremos por
proposiciones numéricas a P y a Q. Usemos para P, al que sc llama ante-
cedente de lg implicacién, la proposicién “x > 57; para Q. al que se Jlama
consccuente, usemos “x 2> 4”. Podemos de nucvo considerar como conjunto
de rcemplazamiento al conjunto de los niineros naturales. Nuestro diagrama
rectangular estandar toma entonces ¢l aspecto que mostramos en la figu-
ra 18. El conjunto de verdad para P — Q es todo el conjunto de los niime-
ros naturales, porque el cuadro inferior derecho del rectingulo total, esta
vacio. No hay ningin némero natural para el que “x > 5" sea cicrto y
“x > 4" sea falso.

‘Gx > 5" ‘(x > 533
falso verdadero
‘ix "> 4"
5 6,7,8, +0 verdadero
‘lx > 4”
1, 2,3, 4 falso

Proposicién compuesta (x > 5) = (x > 4).
FIGURA 18

He aqui un namero de formas en que la idea de P > @, 0 “x 3> 5" —
“x > 4” puede expresarse:

1. 8i x > 5, entonces x > 4.
2. x> 5 immplica x > 4.
3. x> 4 sicmpre que x > 5.
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4. x > 5 es una condicién suficiente para que x > 4
5. x > 4 es una condicién necesaria para que £ > 5,
6. Dado que x 3> 5, entonces se sigue que x 2> 4.

7 x> six 5

8. x x5 solamente si x > 4.

9. x> 4 con tal de que x > 5.

:Cudntas de estas expresiones tienen sentido cuando los ejemplos en
espainiol s> usan, es decir, cuando P es “hace calor” y Q es “me marcho™?
La verdad es que nunca se dice “hace caler solamente si me marcho”. En-
séyese con las otras expresiones. Siempre que aparezca “x 3> 57 ponga-
mos “hace calor”. En donde veamos “x 2> 4”, pongamos “me marcho”.
Algunas nos resultardn en buen casteilano, pero otras serdn muy extrafias.

Una vez que tenemos las piezas elementales de.las proposiciones simples
y el material de las conjunciones, no hay ningdin limite teérico para ¢l
tamano del edificio que podamos construir,

Una proposicidén composicion de compuestas muy (til es la (P —> Q) &
(@ — P). Esta proposicién es tan comin que tiene su propia abreviatura,
sugerida por las dos flechas de la férmula. Esta abreviatura es la flecha
de punta doble: P«> Q (lo que se lee: “P si y s6lo si Q7).

Consideremos la clasificacién de esta proposicién en términos de Py Q.
La proposicién P => Q es cierta salvo cuando P es cierta y Q cs fa'sa;
Q — P es cierta a menos que Q sea cierta y P falsa. (Véase la figura 19.)
Las partes inferior izquierda y superior derecha estdn sombreadas en ambos

P falso P verdadero P falso P verdadero

T

@ verdadero
Q verdadero

Q falso
Q falso

FIGURA 19
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diagramas. El diagrama para (P— Q) & (Q = P) se muestra en la fi-
gura 20.

La proposicién compuesta resulta cierta precisamente cuando las propo-
siciones simples P y Q son, ambas cicrtas o ambas falsas, En matemi-
ticas, esta proposicién compuesta recibe varios nombres especiales construi-
dos uniendo algunas de las palabras usadas para P— Q y Q. — P. Uno de
cstos, ya antes mencionado, es “P si y s6lo 51 Q7. Otro, “P ¢s una condicién
necesaria y suficiente para Q.

Desde luego, P <> Q es légicamente cquivalente a Q <> P, de manera
que podemos intercambiar las dos cxpresiones,

Proposicién compuesta P<— (), sombreada.

FIGURA 20

Para dar alguncs ejemplos matematicos del uso de esta conjuncién,
recordemos primero algunas definiciones:

Un #ridngulo equildiero es un tridgngulo en ¢l que los tres lados
son de igual longitud.

Un trigngulo equidngulo es un tridngulo en el que los tres
Angulos son de igual medida.

Un n#mero natural cuadrado es un nimero patural cue es
igual al producto de algin nimero natural por si mismo:
25 =5 x 5; es decir, 25 ¢s el cuadrado de 5.

He aqui dos proposiciones que podemos discutir usande las definiciones
precedentes
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Un tridngulo es equidangulo si y sélo si es equilatero.
Una condicién necesaria v suficiente para que un nimero sea
par ¢s que su cuadrado sea un multiplo de 4.

La frase “si v sOlo si™ no se usa a menudo fuera de las matematicas,
Pocas personas dirdn en alguna ocasién “voy si y sélo st hace calor”, mien-
tras que es posible que alguno pueda decir algo como “voy si hace calor,
pero sblo si hace calor”.

Otro compuesto que presta buenos servicios se usa cuando tencmos mds
de una hipédtesis v, por tanto, un antecedent: compuesto e uea mplica-
cién, Por cjemplo, a menudo es atil decir cudl es ¢t conjunto do reempla-
zamicnto en la proposicion basica: "'si @ v & son niimeros naturales y a > 1,
entonces fa X b) 2> b7, Dividiremos la sentencia en componentes simples,

A: a es un nimero natural
B: b es un nimero natural.
C:a>l

D, ta X b1 b,

Podemos, entonces, abreviar teda la proposicidén de ¢sta mancra [(4 &
B) & C]— D. Este simbolismo podiia lecrse “si A, B y € son verdaderos,
entonces también lo es DV, o bicn, "4 y B, junto con C, implican D™, Nb-
tese ¢l doble agrupamicnto de los simbolos. Este deble agrupamiento aparcce
porque ninguna de nucstras conjunciones se aplica a mas de dos propo-
siciones a la vez, v las llaves y paréntesis estdn estratégicamente situados
para idcutificar cudles dos se unen en cada caso. Asi, los paréntesis en

(A& B &C

muestran que primero formamos la proposiciéon compuesta A & B y luego la
proposicién compuesta (A & B1 & C uniendo 4 & B con C. Luego, los pa-
réntesis cn

[(4&B) &Cl— D

€%

mucstran que la proposicion (4 & B) & C esta unida con D por un “si. .
entonces”. Cuando observamos a

[(A&Bi &C]- D,

puzde pensarse que a medida que escribamos proposiciones mds y mids com-
plicadas, es ficil que nos encontremes con muchas dificultades con Jos
paréntesis y las llaves, Convengamos cn unas cuantas y sencillas reglas que
climnaran algunos de los problemas.

1. Una negacién, ™, es un simbolo débil. Su influencia cubre sola-
mente el simbolo o expresién entre paréntesis inmediatamente a su
derecha,
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Es decir, 1A & B se puede usar en vez de (T1A4) & B porque entende-
mos que 1 va solamente con la A, Anailogamente, [T1{4 V B)] = C
puede simplificarse a la forma —1(4 V B) > C, porque no podemos con-
fundir esta tltima forma por la 7 [(4 VvV B) - C].

2. Los simbolos & y V uncn con lo préximo e iguaimente.
3. Los simbolos — y ¢», que tienen més fuerza que & y V, son iguales
en rango.

(A & B) — C puede reemplazarse por 4 & B— C, porque no debemos
confundir el dltimo con 4 & (B ~> €). Intentemos simplificar algunas ex-
presiones que apareceran, en forma simplificada, en los ejercicios:

R& (TG).

No hay necesidad alguna de paréntesis; el simbolo =1 puedc solamente ir
con G: R& 1G.

[(MW)&(TTR)]eC.

No hay necesidad de paréntesis alrededor de 77 W y 7T R: (T W& 7T R)
<> C. Pero no hay necesidad de ningin paréntesis; la doble flecha sigue
hasta el principio: T W& IR C. La forma (TTW& T R) « C, sin
embargo, puede que sea mas clara. No hay por qué hacer sobreactuar a los
anteriores convenios; se crearon para ayudar, no para confundir,

Grupo de ejercicios 1

Teniendo en cuenta las abreviaciones que a continuacion se presentan
para las proposiciones simples, escribanse las diez proposiciones compuestas
en nuestro lenguaje cotidiano. El lector no debe limitarse a insertar simple-
mente las interpretaciones estAndar de las conjunciones a menos que ya solo
con eso la expresién suene comin y corriente.

W: Hace cafor.
R:  Est4 lloviendo.
G: Vov.

C:  Viene (él).

EjexrLo: 2 — 71 G. {Proposicidn en castellano: si esta lloviendo, no voy.)
. R& TG
2. N C—-G.

3. W—R.
4. W\ R.
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1 {R&T1G).

I ({W&R) e C
ATOWE TRy e C.
AWV TR =G
C((W&RY&G) &C.

. (GVC) & (G& Q).

SW®NRWL

Sustituyendo la abreviacién por medio de una letra para cada una de
las proposiciones simples y el simbolo correcto para las conjunciones, escri-
banse simbdlicamente equivalentes de las proposiciones compuestas:

E: =x es par.

F: x es un miltiplo de 4,
G: x>5.

H: x<3,

EjemMpLO: x es un miltiplo de 4, pero no es mayor que 5. ({Proposicién en
simbolos: F& 71 G.)

11. Si x es un miltiplo de 4, no es menor que 3.

12. Si x ¢s mayor que 5, no es menor que 3.

13. Si x es par, pero no un multiplo de 4, entonces es 0 mayor que 5 o me-
nor que 3,

14. Para que x sea un mfiltiplo de 4, x debe ser par.

15. x es par o ¥ es mayor que 5.

16. Si x no es par, entonces x no es multiplo de 4.

17. 8i ¥ no es menor que 3, entonces x es mayor que 5 o x es par.

Trad(zcase cada una de las siguientes expresiones simbdlicas a frases
en lenguaje comin.

Ejempro: H — 71 G (Proposicion en castellano: si x es menor que 3, en-
tonces & no es mayor que J.)

18. G&E.

19. " {E&H) »F.

20, " HV F—G.

2. ME&H—-» T1FV G
22. (G T EY->H.
23. T H&F.

24, T (E&G)Y—> T F.
25. F-» 71 (G V H).

26. FVV W E-> GV T H.
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Valor erdad blas de verda

Aunque los diagramas rectangulares son {tiles, son muy complicados
para analizar la estructura de proposiciones compuestas., Un modelo mas
formal, Hamado tabla de verdad, es bastante apropiado para este propésito.
Si convenimos en que V' represente a “verdadero” y que F representc a
“falso”, entonces todas las posibilidades para los dos elementos de una
proposicién compuesta estidn incluidas en el conjunto {VV, VF, FV, FF}.

P P

falso verdadern

v Vv Q) verdadero

FIr VF Q falso
FIGURA 21

Estas cuatro posibilidades corresponden a las cuatro casillas del diagrama
En lugar de sombrear, metemos la combinacién correspondiente de V y F
que es el “valor de verdad” de la composicion. Podriamos, asi, tener ¢l
diagrama que se ve en la figura 21, Luego, para simplificar éste para las
proposiciones compuestas P& Q, PV Q y P— Q nos podriamos limitar a
mostrar los diagramas como en la figura 22

P&Q 2U P=Q
FIGURA 22



VALORES DE VERDAD Y TABLAS DE VERDAD 3i

Lo acostumbrado cuando se hacen tablas de verdad, sin embargo, es
prescindir de los rectingulos totalmente y limitarse a usar una disposicién
en columnas. Las tablas I y II son las tablas para las conjunciones basicas.
Las tablas deben leerse transversalmente, linea por linea. La penultima linea

TABLA I TABLA 11
r P p Q P&Q reQ P-Q
Vv F Vv v v v v
T v A% F F v F
F v F v v
F F F F Vv

en la mayor de las tablas nos dice, por cjemplo, que cuande P es falso y
Q es cierto, entonces P & Q cs falso, pero PV Q y P — Q son ciertos, Como
un ejemplo de aplicacién de csta tabla, podemos hacer que P sea la propo-
sicién simple “Juan come alimentos feculentos” y Q “Juan come demasia-
do.”" Entonces la verdad de las siguientes proposiciones compuestas puede
determinarse por la tabla II, quc tiene los diversos valores de verdad de P
y Q.
1, Juan come alimentos feculentos y Juan come demasiado.

2, Juan come alimentos feculentos ¢ Juan come demasiado,
3. Si Juan come alimentos feculentos, cntences Juan come demasiado,

Asi pues, si Juan no come alimentos feculentos, pero es clerto que come
con exceso, entonces, segiin la tercera linea de la tabla II con P falso y
Q verdadero, vemos que la proposicién 1 es falsa, la 2 cierta, y la 3 tam-
bién es cierta.

Si guardamos a mano cstas tablas basicas o memorizamos su contenido,
podemos analizar composiciones mas complicadas. Por ejemplo, ¢cuil es
la clasificacién de 73 PV Q para las varias clasificaciones de P y Q? Hace-
mos nucstro trabajo parte por parte como en la tabla III.

TABLA 111
rle|ar|e hrve
viv|[F[v | v
v]F| F|F | F
Flv][v]v [ v
Flr]v]r [ v
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Primero, escribimos las columnas basicas para P y Q; luego escribimos
cualesquiera partes de nuestra proposicién que pueda calcularse inmediata-
mente partiendo de ellas, 73 P en cste caso; @ se ha vuelto a escribir para
tenerla mas a mano para el siguiente paso, que es 1PV Q. Para acabar
este paso, observamos las diversas combinaciones posibles de los dos elemen-
tos. Son, en orden, FV, FF, VV, VF. Recordemos ahora el significado de
“\V*¥, Una composicién con V es cierta si al menos une de los componentes
es cierto. Luego escribimos V sobre todas las lineas de la Gitima columna
excepto en la segunda, a la que marcamos con F,

Compdrese la tabla para 71 PV Q con la tabla para P — Q. Son idénti-
cas. Es decir, P—> Q y 71 PV @ son lgicamente equivalentes. Esto explica
por qué en ocasiones se dice, por ejemplo, “o eila no viene a la reunién, o
no voy yo” en lugar de “si ella viene a la reunién, entonces yo no voy”,
cuando queremos decir que al menos uno de nosotros no va a ir hajo un-
guna circunstancia.

Probemos con una composicién un poco mas dificil: 71 (M PV 71 Q),
yor medio del método que se ilustra en las tablas IV a VIL

1. Férmense las columnas b4sicas, como en la tabla IV

TABLA 1V
B8]0
Y | ¥
v | B
E | ¥
F | F

2. Calcllense los elementos mas simples de ia proposicién partiendo
de las columnas basicas, como en la tabla V:

TABLA V
ol .
F | F
F | ¥
vV | F
v [ v

3. Partiendo de estas columnas, podemos calcular 7PV 71 Q, en la
tabla VI.
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TABLA VI
P | 52 | NPy Q
F F F
F v A
v F v
v v v

4. Finalmentc, ya estamos listos para calcular la tabla para =1 (™1 P
V T1Q), en la tabla VII. Nos basta con invertir los valores de la
tltima columna de la tabla VI.

TABLA VII
APy 0 | (P
F v
v F
v F
v F

Esta es la misma que la columna para P & Q. Tendremos que profundizar
un poco mas para encontrar un ejemplo en castellano de esto, pero es con-
cebible (aunque improbable) que alguicn pueda decir “no es cierto que no
quiera a Juan o no quiero a Marfa”, en lugar de “quiero a Juan y quiero
a Maria”.

Los Gltimos dos ejemplos muestran que realmente no necesitamos cratro
conectivos bésicos. Podriamos haber comenzado con “~1” y *\/” y haber
definido la proposicibn P— Q como TPV Q y la proposicién P& Q
como (TP YV T Q). Pero realmente nada se gana con este proceder,
puesto que todos sentimos que “—” e “&” son exactamente igual de bisicas
que “V”. Lo cierto es que es posible escoger *“” y cualquiera de las con-
junciones bésicas y definir los restantes dos conectivos en los términos de
nuestra eleccidn. (En realidad, tedos los cuatro conectivos basicos, 7, &,
V, y —, pueden definirse en términos del solo conectivo “no ambos. ..
y...”, y también todos los cuatro pucden definirse en términos del solo
conectivo “ni. .. ni...”.)

Ensayemos una aplicacién mas de las tablas de valores. Piénsese en las
siguientes dos proposiciones:

1. Si nieva esta semana y me llega mi cheque, voy a esquiar este fin de semana,

2. Si nieva esta semana, entonces, si mi cheque llega, voy a esquiar este fin
de semana,.
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¢Hay alguna diferencia en su sentido? Pasemos a comprobario. Defi-

namos P, Q y R como sigue:

P: Esta semana nieva,

Q: Mi cheque llega.

R: Voy a esquiar este fin de semana,
Entonces, la proposicion 1 ¢s (P& Q) > R, yla 2,P~> (Q — R). Ahora
tenemos ocho posibles combinaciones de Vi y F para P, Q y R. La tabla de
verdad para la proposicidén | se muestra en la tabla VIII. En la tltima
columna, 1a Unica F cstd en la linea en que P & Q es cierto y R es falso.

TABLA VIIE

o | R P&Q R [1P&Q)>R
vV v Vv A% v v
Vv vV F YV F F
Vv F A% F Vv v
\' 13 F F F Vv
F v v F A% A%
¥ Vv F F F v
F F v F v v
F ¥ F F F Vv

La tabla IX es la tabla de verdad para la proposicién 2. Si ahora com-
paramos las columnas finales de las tablas VIII y IX, las encontramos
absolutamente idénticas, de donde tenemos que concluir que las dos propo-
siciones son légicamente equivalentes,

TABLA IX
r Je | & Je—r P [ (@oRI[P(Q=R)
Vv |V v Y v v
v | v | F F v F F
v | F | v v A v v
v | ¥ |F A% \Y v v
F |v |V \Y% F ¥ v
F v [ F F F F v
F |F |V v F v 1
P F v F % v
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Grupo de ejercicios 2

Hiagase una tabla de verdad para cada una de las siguicntes proposi-
ciones.

1. P& (Q V R). 2 (P&QY&R

2: P\ (Q&R). 6. P& (Q&R).

3. PV (QVR]. 7. (P&QY YV (P&R),

4. (PVY QI VR 8. 1Py Q)&({PV R

9. ¢Cuales de entre las proposiciones 1 a la 8 son légicamente equivalentes?

Eguivglentes Iégicos-i wufologfas

Los simbolos logicos & y \/ estan cstrechamente yelacionados a los sim-
bolos de conjuncién N y U, respectivamente. (Véase el cuaderno 1: Con-
juntos,) Si Py Q son proposiciones abiertas en la variable x, con conjuntos
de verdad f y q, respectivamente, entonces vemos que

el conjunto de verdad de P& Q es ¢ N g,

cl conjunto de verdad de PV Qes p U g.

No debe sorprendernos, por tanto, que el dlgebra de & y V sea paralcla
al algebra de A y U, con la que es posible que ¢l lector esté mas familia-
rizado. En realidad, pueden verificarse mediante las tablas de verdad (y se
ha hecho ya, si el lector resolvid los c¢jercicios | a 9 del grupo de ejerci-
cios 27 los siguientes hechos acerca de proposiciones légicamente equiva-
lentes, Usamos el simbolo = para expresar “es légicamente equivalente a”.
{Las proposiciones correspondicntes de la teoria de conjuntos resultardn al
reemplazar tres proposiciones, por ejemplo, P, @ y R, por sus respectivos
conjuntos de verdad, p, g y r. Desde Juego, & y V serdn de nuevo reemnpla-
zados por N y U, respectivamente, y = deberd interpretarse como deno-
tando ignaldad entre conjuntos. En lo que a conjuntos se refiere, los re-
sultados pueden entenderse mejor si dibujamos diagramas de Venn.i

P & Q = Q & P\ propiedades conmutativas
PVQ=0VP(de&yV
P& (Q &R) = (P& Q) & R) propiedades asociativas
PY{(QVRY=(PVQ)VRfde&yV

Recordando estas (ltimas equivalencias, podemos prescindir de mas pa-
réntesis y cseribir simplemente P& Q& R, PV Q V/ R,
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Nbétese que en esta dlgebra hay dos propiedades distributivas:

PV (Q&R)=(PV Q) & (P V R))propiedades distributivas
P& (QVR)=(P&Q)V (P&R)}de Ve&

Dos equivalencias utiles mas se comprobaron ya en la seccién prece-
dente:

(P&Q)>R=P— (Q—>R);
P>Q="PVQ

Para las igualdades correspondientes en la teoria de conjuntos, debemos
reemplazar “—=" por el simbolo de inclusién de conjuntos “C”, y “” por
¢l simbolo de complemento “.”,

Un tipo de proposicién que es més 1itil que lo que a primera vista pa-
rece es la “tautologia”. Una tautologia es una proposicién que es cierta
para todos los posibles valores de verdad que se asignen.

He aqui dos con un solo componente basico: P— P y PV —IP. Estas
dos no dejan de sernos familiares en el lenguaje comiin y corriente, ya que
frecuentemente se oyen “perlas” tautolégicas tales como “si esa es la forma
de hacerlo, esa es la forma de hacerlo” y “o es verdad o no es verdad”.

La tautologia P\ ™ P, tiene un nombre especial. Se llama “ley del
medio excluso”, porque nos dice que una proposicién simple debe siempre
o ser verdadera o ser falsa. No hay términos medios en 14gica.

Una forma de construir una tautologia consiste en tomar dos enuncia-
dos cquivalentes y conectarlos con una flecha doble o sencilla, como por
ejemplo, en (P> Q) (TMPV Q).

He aqui otras dos tautologias titiles:

Q- (P-Q)
P> (P->Q).

Pueden comprobarse por los valores de verdad en las tablas X y XI.
Como puede ver el lector, la columna final en cada una de las tablas sélo

TABLA X
P 2 P02 10—+ (P>Q)
\ v v v
\Y% F F v
F v v v
F F v A\
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TABLA XI
Pl e]|ar|PaC|nPaa0)
v v P v v
viF|F F v
F lv| v v v
F |Fr]| v v v

contiene letras V. Significa esto que las proposiciones compuestas Q — {P
- Q) y 1P~ (P— Q) son ciertas, independientemente de cudles sean
los valores de verdad de las proposiciones simples P y Q.

Las tautologias ocupan un lugar bien definido en el razonamiento légico.
Pueden insertarse en cualquier punto de un argumento, con cualesquiera
proposiciones légicamente admisibles en lugar de los simbolos. Siempre que
en el curso de una discusién alguien dice, “bien, o esto es asi, o no lo es, no
puedes suponer las dos cosas a un tiempo”, ese alguien esti realmente
usando dos tautologias: PV 1 Py (P& 1 P),

Grupo de ejercicios 3

Muéstrese que cada proposicién es una tautologia.

1. P> (P> Q). 3. P> {P&Q).
2. (P&Q)-—-P. 4. (P&Q)—> (PV Q).

REGLAS DE INFERENCIA

Ya estamos preparados para que comience a trabajar nuestra argumen-
tacién simbolica, comprobando métodos de deduccién tanto en las mate-
miticas como en otros campos,

La situacién tipica es ésta: se nos dan algunas proposiciones, simples
o compuestas, Estas las aceptamos. Debe suponerse que son ciertas. Quere-
mos llegar partiendo de ellas, nuestras premisas, a una conclusién mediante
un argumento légico, Para hacer esto, podemos usar nuestras premisas y
tautologias, junto con las reglas de inferencia que estudiaremos ahora,

Por simplicidad vamos a limitar nuestra atencién a la deduccién estric-
tamente [dgica. Por ejemplo, no serd permisible en nuestro trabajo inferir
de la premisa x = 5 la conclusién de que £ + 1 = 6. Esta conclusién es de
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naturaleza aritmética y exige su propio y extenso desarrollo Iogico. Si nece-
sitamos tales resultados, tendremos que presentarlos cono premisas extra,

Modus ponens

También se emplea para denominar a este argumento la expresién mas
larga modus ponendo fonens, o que en latin quiere decir ‘el método de
obtencién (la consecuencia) ediante la asercién (del antecedente)”. He
aqui un ejemplo: “si esta lloviendo, entonces estay cn casa. Estd lloviendo.
Lucgo cstoy en casa™. Hay dos premisas: una es una implicacién; la otra
es ¢l antecedente de la implicacién, Fl resultado, o conclusién, es el conse-
cucnte de la irplicacién, El argumento s¢ abrevia como sigue:

Implicacion: P — Q
Antecedente: P

Conclusion: Q

Nétese que el argumento del modus ponens estd asociado a una tautologia,
a saber, una que ticne la forma légica [P —> Q)& P]— Q, vy que, por
tanto, no depende de la verdad o falsedad de P, Q o P— Q para que sea
vélido,

Naturalmente, si hay algo equivocado en las premisas, pademos llegar
a una conclusién falsa; pero esto no invalida el argumento en si, que meci-
nicamente nos presenta el consccuente cuando lo alimentamos con la Im-
plicacién y su antecedente,

En un argumento del tipe modus ponens simple, la conclusién es cvi-
dente de inmediato cuando se dan las premisas. Ensayemos otros dos:

a) Si x>» 5, entonces ¥2 > 25,
Dado que x> 5
Conclusion: x2 > 25
b) Es dificil nadar cuando hay mucho oleaje.
Dado que hav murho oleaje.
Conclusion: Es dificil nadar.

Hav qur estar sequro de que una de las premisas ¢s el antecedente
Sustituir ¢t consecuente v derivar ¢l antecedente es una manera equivo-
cada de razonamiento, No puede decirse, por ejemplo, “es dificil nadar
cuando Lav mucho oleaje. Es dificil nadar. Lucgo. hay mucho oleaje”, La
verdad de la sitnacién posiblements se deba a que ¢l mar estd ¢n calina.
pero hay muchos tiburenes.

En 1a practica el argumento modus powens se usa en argumentos més
complicados, en una o mds etapas. Antes de proseguir, establezcamos algu-
nas de las reglas de la argumentacién.
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1. Cualquier premisa puede usarse ¢n cualquier etapa de la argumen-
tacién. Al presentar esquemas de formas de argumentacién, indica-
remos el uso de una premisa por “Pr”.

2. Cualquier tautologia puede usarse en cualquier lugar en un argu-
mento, Indicaremos el uso de una tautologia por “T™.

3. Un equivalente légico de cualquicr enunciade pucde sustituirse por
el enunciado ¢n una derivacién. Si estamos sustituyendo un equi-
valente 1dgico d¢ un enunciado schialado por 5 en nuestra deriva-
cion, escribimos “L 5.

4. Cuando sc usa el modus ponens, por ejemplo, sobre los enunciados,
2 y 3 {que desdc luego deben estar en forma correcta}, escribiremos
“MP 2; 3.

La tabla XTI enumcra estos sinbolos, Junto con sus significados. No hay
por qué intentar mernorizar todo csto, porque si el significado de uno de
estos simbolos no es claro, sicmpre podremos acudir a esta tabla. Para ver
por qué se usan estos simbolos, consideremos un simple argumento tanto
con simbolos como sin ellos. Consideremos la afirmacién: “si llueve estaré
¢n casa. Si estoy en casa, me perderé el concierto. Esta lloviendo. Por tanto,
me perderé el concicrto™,

TABLA XII
Simbolo Significado
Pr Esta proposicién cs clerta porque su-

ponemos que es cierta.

T Esta proposicibn es cierta porque cs
una tautologia, y las tautolegias siem-
pre son clertas.

L3 Esta proposicién es cierta porgue cs
l6gicamente equivalente a la propo-

sicién 3,
MP 6, 8 Esta propusicidn es cierta porque es-

tamos aplicando modus ponens a las
proposiciunes 6 y 8

Lo que ahora quercmos hacer es establecer que si todas las cosas acerca
de llover y permanecer en casa son cicrtas, entonces ha de ser verdadero que

perderé el concierto. Comenzaremos enumerando aquellas cosas que supo-
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nemos son ciertas. Primero, hagamos un convenio acerca de denomina-
ciones de los distintos enunciados.

R representa a “estd lloviendo” o “llueve”,
H representa a “estaré en casa”,
C representa a “me perderé el concierto”,

Llcguemos, a continuacién, hasta el asunto de perder el concierto. Ha-
remos esto a través de una serie de pasos enumerando algunas proposiciones
ciertas y las razones por las que son ciertas,

1. R—=>H. Este cnunciado es cierto porque suponemos que ¢s cierto.

2. H->C. Este enunciadao es cierto porque suponemos que es cierto.

3. R Ests enunciado es cierto porque suponemos que es cierto.

4. H. Este enunciado es cierto porque estamos aplicando el
modus ponens a los enunciados 1y 3.

5. C. Este enunciado ¢s cierto porque estamos aplicando el

modus ponens a los enunciades 2 y 4.

He aqui ahora la misma argumentacién usando los simbolos de la tabla
XIIL

1. Ro>H, Pr
2. H—»C, Pr
3. R. Pr
4. H. MP 1, 3
5. G MP 2, 4

En ambas formas los pasos hacen posible desarrollar una derivacion
I6gica formal de la verdad de C, dada ia veracidad de R—-> H,H - CyR.

He aqui otro ejemplo, éste relativo a los niimeros naturales.

“8i x> 3 y x <5, entonces x = 4. Dado que x > 3 es cierto y que
x < 5 es cierto, entonces x = 4 debe ser cierto.”

En este caso, estamos suponiendo que es cierto que si x es un nimero
natural mayor que 3 y menor que 5, entonces x debe ser 4, Estamos tam-
bién suponiendo que x es mayor que 3 y menor que 5. Queremos llegar a la
conclusién que x es 4, Empleemos estos simbolos:

A: x> 3.
B: x <5,
C: x=4,

Aqui esta la argumentaci6n,

(A& B) »C. Pr
2.. A, Pr
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3. B. Pr

4, 4A>{(B—>0). L 1 (Véase esto en la tabla.)
5. B>C. MP 4, 2

6. C. MP 5, 3

El lector debe examinar algunas veces este ejemplo hasta estar seguro
de que sigue perfectamente toda la argumentacién. En el paso 4, sustituimos
la proposicion compuesta 4 — (B—> C) por la proposicién compuesta
(4 & B) = C, y justificamos la sustitucién en base a que estas dos propo-
siciones son légicamente equivalentes. Si no son légicamente equivalentes,
el argumento queda ahi mismo completamente deshecho, desde luego; pero
si el lector vuelve a leer la pigina 40, encontrard que usamos las tablas de
verdad para establecer esta equivalencia l6gica. Aunque ninguno de los
ejemplos de esta seccién ha hecho uso de la regla 2 sobre tautologias, vere-
mos cdmo usamos tal regla un poco méis adelante. Se incluyé aqui para dar
una presentacién completa.

Grupo de ejercicios 4

Digase si cada una de las conclusiones es o no vélida empleando el modus
ponens.

1. Si nieva, entonces iré a esquiar. Nieva, Luego iré a esquiar.

2. Si nieva, entonces iré a esquiar. No nieva. Luego no iré a esquiar.

3. Si me caigo de una escalera, me heriré. Estoy herido. Luego me cai de
una escalera.

4. Si voy de tiendas, compraré un sombrero. Compraré un vestido azul st
compro un sombrero. Voy de tiendas. Luego compro un vestido azul.

5. Manifiéstese la argumentacién que pruebe que Ja conclusién en el ejerci-
cio 1 es valida.

6. Proporcidnese la argumentacidén que pruebe que la conclusién del ejer-
cicio 4 es valida.

Modusdallans

El nombre més largo para esta regla es el de modus tollendo tollens, el
método de negar (el antecedente) mediante la negacién (del consecuente).
Imaginémonos la siguiente situacién: un muchacho esti viendo televi-
sion. Oye que su padre dice, “si llueve, me quedaré en casa”. Poco después,
cuando su programa termina, mira en una y otra habitacién y descubre
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que su padre se ha ido. Sin mirar al exterior, se dice a si mismo, “luego,
después de tode, no Hovié”.
Podriamos describir la sitnacién mediante el uso de simbolos en 1a for-
ma que sigue:
R: Lluzeve,
H: Permaneceré en casa.

Implicacion: R > H
Observacion: 1 H
Conclusion: R

El esquema formalizado presenta, pues, dos premisas. Una es una im-
plicacién. La otra es Ia negacién del consecuente de la implicacién, La
conclusién es la negacién del antecedente. El argumento se abrevia como
sigue:

P->Q
Q

por tanto: 1P

Esta argumentacién esta intimamente relacionada con el modus ponens.
Consideremos la tabla de verdad para =1 Q — 71 P. (Véase la tabla XIII.)

TABLA XIII
P |HelP|er>—P
v v F I v
v F v F F
F v F v v
F F A\ v 'S

Pero esta es exactamente la tabla para P—> Q (pig. 31). Por tanto,
P— Q y 71 Q— 71 P son légicamente equivalentes, y podria procederse a
una derivacién formal como sigue:

I. P->Q. Pr

2. Q. Pr

3. 7 Q- P, L 1
4, =P, MP 3, 2

Acerca de esta nueva forma, podemos decir que el modus tollens nos
ahorra dos pasos al precio de tener que recordar otra regla de inferencia,
Nosotros adoptaremos aqui el modus tollens como un tipo de argumento y
lo representaremos en las derivaciones formales por “MT™.
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Ensayemos una ligera variacidn del modus tollens. Un profesor dice:
“si no termina su proyecto, le daré una calificacion baja”. El estudiante
obtiene una buena calificacién. De donde concluimos que terminé su pro-
yecto, Usando simbolos, el razonamiento es ¢l que sigue:

P; El estudiante termina su proyecto,
G: Fl profesor lc da una calificacién baja.

I. TP G. Pr

2. 16, Pr

4 i R b 2t MT 1, 2
4 P. L 3

La anterior derivacion nos muestra el resuitadc de tener un antece-
dente que era ya una negacién. La primera conclusién es una negacién
doble. La reemplazamos, como légicamente equivalente, por ¢l enunciado
directo.

Grupo de ejercicios 5

Digase, por medio del uso del modus tollens, si cada una de las conclu-
siones ¢s o no correcta.

1. Si voy a Nueva York, viajaré en avién,
Estoy viajando en avién.
Por tanto, no estoy yendo a Nueva York.
2. Si no me corto el pelo, entonces me quedaré en casa.

Voy a la iglesia.
Por tanto, me corté el pelo.

3. Si estoy enfermo, entonces no voy a trabajar.

No estoy enfermo.
Luego estoy en el trabajo.

4. Si no estoy enfermo, entonces 1o tomaré mi medicina.

Tomo mi medicina.
Lucgo estoy enfermo.

5. Prudbese la validez de la conclusién del ejercicio 1.

6. Pruébese la validez de la conclusién del ejercicio 2.
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CRUCLONSIRLIB NUESIRASLEQLAS RECLAD
DE INFERENCIA

Hay muchas otras de las lamadas reglas. Seria cansadisimo presentarlas
todas; e incluso si lo hiciésemos, siempre podria encontrarse una argumen-
tacién que pareciera vélida, pero que aparentemente usara otra regla.

Si en una argumentacién se usa una regla que el lector no ha visto,
ensaye los siguientes pasos:

1. Compruébese que el argumento realmente trabaja con enunciados o
proposiciones como unidades. La operacidn aritmética no esta aqui
bajo estudio. Ademds, las manipulaciones que implican pertenencia
a un conjunto o inclusién entre conjuntos todavia no se han visto,
{(Sécrates es un hombre; todos los hombres son mortales; luego Sé-
crates es mortal. Formalmente esto es andlogo a: Sécrates € hom-
bres. Hombres C mortales. Luego, S6crates € mortales).

Escribase a continuacién el modelo de la inferencia.

3. Compruébese si la argumentacién se pondra o no por medio de una
equivalencia légica directamente en forma MP o MT.

4. Compruébese si se puede introducir una tautologia o no, que pueda
poner el argumento en forma mds estandar.

Veamos algunos ejemplos. Supongamos que tenemos P& (3 y queremos
usar ambos, P y Q, como premisas separadas o sélo una de ellas, diga-
mos P, por si misma. Deseamos esta inferencia: P& Q es cierto, luego P es
cierto, En simbolos

P&Q
P

Podemos ahora decirnos, “naturaimente, si sabemos que P y Q son, ambas
verdaderas, ciertamente sabemos que P lo es”, Las palabras “naturalmente”
y “ciertamente” sugieren una tautologia en el resto del enunciado: “si tanto
P como Q, entonces P’; es decir, (P& Q) — P. Es facil comprobar que,
ciertamente, esto es una tautologia. Ya tenemos ahora todo listo:

1. P& Q. Pr
2. (P&Q)—>P. T
3. P MP 2, 1

Esto es suficiente para mostrar lo que queremos decir al afirmar que
se pueden construir reglas propias de inferencia sin necesidad de hacer una
argumentacién formal al respecto.
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He aqui dos ejemplos més.

a) Hoy es viernes o sibado.
No es sabado,
Luego es viernes,

El esquema es
PVQ
e
P

b) Si aqui llueve, entonces estd nevando en las montaiias.
8i nieva en las montafias, entonces voy a ir a esquiar.
Luego, si llueve aqui, entonces voy a esguiar,

El esquema es
P-Q
Q—>R
P >R

Grupo de ejercicios 6

Higasc el esquema de cada uno de los siguientes argumentos:

1. Si llueve, entonces no iré a la playa,
Estoy en la playa.
Luego no esta lloviendo,

2. S8ino le gustan los perros, no le gustan los perros pachones.
Le gustan los perros pachones.
Luego le gustan los perros,

3. ¢Es vilida la conclusién del ejercicio 1?

4. :Es vilida la conclusién del ejercicio 2?

Bandozg

45

He aqui una muestra de argumentacion dehiberadamente complicada:
Si el comité adopta el plan A, entonces, si el gebernador asiste, se cambiard
la ley. O la comisién de carreteras no puede funcionar o se debe adoptar el
plan A. El gobernador asiste. Por tanto, si la comisién de carreteras puede

funcionar, se cambiara la ley.
Recurramos a los simbolos:
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El comité adopta el plan A.

El gobernador asiste,

Sc cambiard la ley.

La comisién de carreteras puede funcionar.

m ek

La marcha decl argumento es la siguiente:
A— (G>L)
THV A
por tanto: H —>L '
+Como tenemos que derivar la conclusién de las premisas? Parece que
se presentan obsticulos, porque la Gnica cosa obvia por hacer es reemplazax
TVH V A por la propoesicién légicamente equivalente H — 4 (véase la
pagina 32), y H no aparece en ninguna parte entre las premisas. Supon-
gamos que nos limitamos a afiadir H a las prernisas y, para ahorrarnos una
etapa formal, sigarnos adelante y rcemplacemos TH V/ 4 por H — A.

1. H, Pr
2.4=> (G- L). Pr
3. H—> 4. Pr
4. G. Pr
5. 4. MP 3, 1
6. G- L, MP 2, 5
7 58 MP 6, 4

Al afiadir H a la lista de las presunciones, probamos L. Es decir, dadas
las premisas y suponiendo también H, deducimos L. ;Pero cuil es la dife-
rencia entre el Gltimo enunciado y decir que, dadas las premisas, H implica
L? Esencialmente ninguna. Cuando hacemos un enunciado como “o la
comisién de carreteras no puede funcionar o debr adoptarse el plan A”, es
decir, T H V A4, la hipétesis de que ¢s posible que funcione la comisidn de
carreteras (H) esti implicita. Si no fuese este ¢l caso, la premisa (T
V A4) se podria reemplazar simplementc por ™1 H, ya que la verdad o
falsedad de A seria irrelevante: la adopcién del plan A no tendria entonces
relacién alguna con el funcionamiento de la comisién de carreteras.

Para formalizar todo esto, adoptemos la siguiente regla. (Puede pro-
barse particndo de las reglas anteriores, pero no haremos esto aqui.)

Regla de la prueba condicional: si una proposicion Q puede
deducirse de un conjunto de premisas y una premisa particu-
lar P, entonces P > Q puede deducirse de las otras premisas
solas.
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Asi pucs, si queremos probar una implicacién, es una practica estindar
anadir a las premisas el antecedente de la implicacién, y tratar de deducir
de todo clio ¢l consecucente.

Como regla general, para construir una prueba formal verificando o
corrigiendo una argumentacién, se comienza por escribir las premisas. Se
ponen en forma de implicaciones, apartando formas como P & R para enu-
mcrar los componentes separadamente. Si el resultado a probar tienc la
forma de una implicacién, agréguese su antecedente a las premisas, Intén-
tese derivar a continuacién el consecuente por MP y MT.

Probemos con otro ejemplo bastante complejo: si el testigo esta diciendo
la vercdlad, Sam tiene un alibi, O el testigo estd diciendo la verdad o hay una
conspiracién. Si hay una conspiracién, Juan estd complicado. Si Sam tiene
un alibi, Jorge es inocente. Luego, si Juan no estd implicado, Jorge es
imocente,

¢ Todo claro? Quiza no, asi es que vamos a dejar a un lado las palabras
y a meter Jos simbolos. Entonces podremos ver con claridad.

W: El testigo est4 diciendo [a verdad.
$:  Sam tiene un alibi,

C: Hay una conspiracibn,

J:  Juan estd complicado.

G: Jorge es inocente,

La forma del argumento, es la siguiente:
W8
WyvcCe

C -]
§ -G

1] -G

Reemplacemos ahora WV € por TW — C, de acuerdo con nuestro sis-
tema estandar, y agreguemos 1 J a las premisas.

L. —F Pr

2. WS Pr

3. " W—>C. Pr

4. C—J. Pr

5. 8= G. Pr

6. T C. MT 4, 1
7. =1 W MT 3. 6
8. W. L 7

9. §. MP 2, 8
10. G. MP 5, 9
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Hemos derivado el consecuente G de la premisa 71 y las otras premisas.

Esto es lo que necesitabamos.

Grupo de ejercicios 7

1. Encuéntrense los errores en la siguiente derivacién,

1. A—>B. Pr 6. 71D, MT 5, 4
2. CV D. Pr 7. D. IL. 6

3. D=~ "1B. Pr 81 B. MP 3,7
4, 1 C. Pr 9. " 4, MT 1,8
5. C— ™MD, L: 2

2. Corrijanse los errores en la derivacién del ejercicio 1 y lléguese después
a la misma conclusién,

Hgggmg“esi con’rrarreﬁfgrocas z TECFEFOCGS

Excepto cuando estdbamos haciendo cambios formales en las pruebas,
no hemos discutido en detalle los problemas que se presentan al negar ex-
presiones compuestas, es decir, expresiones tales como P& Q, PV Q vy
P — . Comencemos con “‘y” y “o”. Consideremos la afirmacién

Pedro vendra y Quintin vendré.

Podria pensarse que negar esto es simplemente cuestién de negar ambas
proposiciones simples:

Pedro no vendrd y Quintin no vendr4.

Pero si sometemos estas proposiciones a las evaluaciones de una tabla de
verdad, obtenemos la tabla XIV.

TABLA XIV
» [ a Tree Jar[qe]mraSe
v v v ¥ F F
A\ F F F v F
F A\ F \% F F
F F F A% v \'%
P: Pedro vendri. —P:; Pedro no vendri,

Q: Quintin vendri, —1Q: Quintin no vendr4.
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Al observar las columnas 3 y 6 es posible que nos sorprenda encontrar que
P&Q y 1P & ™1 Q estin muy lejos de ser negaciones la una de la otra.
Para que P & Q sea cierta, tanto P como {3 deben ser ciertas. Si P o Q, una
cualquiera de ellas, es falsa (TP V T1Q), entonces P& Q es falsa. Lo
anterior nos conduce a someter a Ja prueba de las tablas de verdad a P& Q
y 1PV T1Q. (Véase la tabla XV)

TABLA XV

r&Q PP C

£ 2

v \'4 A\ F F F
\4 F F F V \4
F v v F v
F F F \i \i A

Si, como antes, inspeccionamos las columnas 3 y 6, en esta ocasién encon-
tramos las F en vez de las V, y las V en vez de las F exactamente en los
sitios adecuados, de forma que la equivalencia logica de (P& Q) y TPV
1 es un hecho.

Esto nos lleva a pensar que como

T(P&Q)=T1PV TQ,

podria ser que el esquema fuera el mismo para la negacién de una compo-
sicién con “0”. Es decir, podria ser que

T(PVRI=TP&ETQ,
Un ejemplo de esto seria

No es cierto que o Pedro vendri o Quintin vendri,

Pedro no vendri y Quintin no vendra,

La tabla de verdad para estas proposiciones se muestra en la tabla XVI.

TABLA XVI
7| e | Pug | aP[oQ[FP& 0@
v | % v F|F F
v | F v F | v F
&l v v v |F F
F | F F v v v
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Como al comparar las columnas 3 y 6 encontramos siempre las V en lugar
de las F y las F en lugar de las V, nuestra sospecha resultd correcta, La
negacién de PV Q ¢s P& T Q.

Las proposiciones de equivalencia 1gica,

= (PV Q) ="P&TIQ,

(P&QY= TPV T (Q,

se llaman leyes de De Morgan. El proceso de obtencién de estas equiva-
lencias puede resumirse en csta forma:

Para negar una expresién con “y” u “0”, se niegan ambos
componentes y se cambia la conjuncién; es decir, se niegan

[ 1L s L1

ambos componentes y huego se reemplaza “y” por “o”, y “o

& 9

por “y”.
Considcremos a continuacién esta proposicién:

Si Pedro viniera, Quintin vendria.
¢Cudl de entre las siguientes es la negacion correcta?

1. Si Pedro viniera, Quintin no vendria,
2. 8i Pedro no viniera. entonces vendria Quintin,

3. 8i Pedro no viniera, entonces no vendria Quintin,
4, Si Quintin viniera, entonces Pedro no vendria,
5. Pedro vendré, pero Quintin no vendra,
Lo que queremos obtencr es la negacién de P — Q. Recuérdese que P — Q
="PV Q. Luego V(P> Q)= (T PV Q). Apliquemos ahora las
leyes de De Morgan:
TP Q)= (TMPV Q)= P&ETIQ=P&1Q.

Y esta es la proposicién 5,

¢Qué hay de equivocado en la proposicién 1, P— —1Q? Véanse las
tablas XVII y XVIII que tienen los valores de verdad para cada proposi-
cidn, Las filas correspondientes a lo que sucede cuando Pedro no vendri
producen valores de verdad distintos en las columnas finales de las tablas.

TABLA XVII TABLA XVIII
Pl g | PR 0= r| Q] F]aC|rsae
A% A% A% F \'% Vv Vv F F
V F F v A% F v \%
F V v F F \4 F 3 Vv
F I v F F F v A%
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Consideremos ain otro par de proposiciones:

Si Pedro viniera, Quintin vendria,

Si Quintin neo vinlera, entonces Pedro no vendria.

Una ticne la forma P~» Q; Ja otra, la forma T Q — =1 P. ;En qué
dificren en valor? Comparémoslas escribiéndolas ambas en la forma “o”:

PoQ="1PV Q.
Qo T P="T1T1QV P=QV TP

Pero \/ es conmutativa, y Q VV 1P== 1PV @3, luego
P>Q="1Q0->"P

Cuando nos sea conveniente, ¢s permisible dar la vuelta a cualquier
implicacién si negamos cada componente, Mencionamos esta equivalencia
cuando mostramos que el MT es derivable del MP. Es en si de considerable
importancia. A 71 Q — TP se le llama contrarreciproca de P -> Q. Es
frecucnte el caso en que una de las dos expresiones parecerid més eviden-
tc o expresard una idea mejor que la otra, aunque las dos son l4gicamente
equivalentes, Un caso extremo de diferencia en el modo aparece cuando
formamos la contrarreciproca de “si Hueve, permanezco en casa”. La con-
trarreciproca légicamente equivalente es “si no permanezco en casa, no
llueve”.

Hay otra proposicién estrechamente relacionada con P— Q. Es su
reciproca, Q — P. Nétese que Q — P no es ni la negacién de P— Q, ni
tampoco es equivalente a ella. Quizés los diagramas rectangulares de la fi-
gura 23 pucdan darnos la imagen mas clara de la situacién,

Hay dos rectangules en que los valores no concuerdan y dos rectangulos
en que si concuerdan,

- P P -P P

v v Q F v Q

v F 1Q v v —Q
P—>Q Q—>r

FIGURA 23
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Formemos las reciprocas de las siguicntes tres proposiciones:

t. Si un nimero es un multiplo de 4, cantonces es un mdltiplo de 2
2. Si llueve, me quedaré en casa.
3. Si x < y, entonces y > x.

Se tiene:

1. *Si un nimero es un maltiplo de 2, entonces es un miltiplo de 4
2. * S1 me quedo en casa, llovera.
3. *8i y > #, entonces x < y.

La obscrvacién de que los valores de verdad de las proposiciones (1) v
{1*) y de las proposiciones (2) y (2*) son diferentes [aunque los valores
para (3) y (3*) son iguales], nos dice que, en general, nunca debemos
mezclar una proposicién y su reciproca, aunque haya casos, como succde
en la proposicién {3), ¢n donde ello no importe.

Resumamos la situacién:

Implicacion: P—-Q

Contrarreciproca: 71 Q — 1 P (légicamente equivalente a P— Q'
Reciproea: Q—P (no légicamente equivalente a P — Q)
Negacion: P&TQ

Grupo de ejercicios 8

Formulese }a negacién de cada una de las siguientes proposiciones.

Si voy al centro, me compraré un sombrero nuevo.
Voy a comer y al teatro.

Voy a ir a la playa o a la montafia.

Si no me doy prisa, llegaré tarde,

Juan ird si voy yo.

i 63 N

Formtlense Jas reciprocas de:

6. La implicacién del ejercicio 1.
7. La implicacién del ejercicio 4.
8. La implicacién del ejercicio 5.

LOGICA DE EEEDICADQS
Ig' rminos X g;ﬁdi;ggg?

Hasta el momento, hemos venido usando como unidades bisicas en nues-
tras construcciones a las proposiciones. Para seguir mas adclante, debemos
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llegar al interior mismo de estas proposiciones. Consideremos los siguientes
argumentos sencillos:

Todes los niimeros naturales son mayores que 0.
El ntmero 3 es un nimero natural,

Luego 3 es mayor que 0.

Ningiin perro tiene seis patas,

Rover es un perro,

Luego Rover no tiene seis patas.

No hay nada que pueda hacerse con estos argumentos desde un punto
de vista simbdlico porque no podemos encontrar ninguna de las conjuncio-
nes, ni “y”, ni “o”, ni *si ... entonces”. No podemos, por tanto, formali-
zarlos. Desde un punto de vista formal, cada una de las tres proposiciones
de cada argumento es una proposicién atémica. Las proposiciones estin
relacionadas, pero la relacién se encuentra dentro de las proposiciones.

Hasta este momento ha sido posible explicar las palabras y las estruc-
turas de las proposiciones en este estudio comparando su uso con usos
analogos del idioma espafiol. Pero de ahora en adelante debemos en acasio-
nes usar definiciones que tienen significado solamente en la légica simbé-
lica. Para los propdsitos de la légica, definimos término como significando
un nombre propio u otra palabra que especifique un objeto definido tnico.
Los términos en los argumentos anteriores son “Rover”, “3” y “0".

La forma habitual de describir un predicado es la de decir que es algo
que puede ser el resto de una proposicién simple que tiene un término como
sujeto. (Los predicados que aparecen en los ejemplos son “es un namero
natural”; “es mayor que 0”; “no tiene seis patas”, y “es un perro”. Nétese
que no hemos incluido “son maygres que 0” y “ticnen scis patas’”, pucs
estas proposiciones tiencn sujetos plurales que no son “términos” segin la
definicién anterior.)

Nétese, sin embargo, que uno de estos predicados contiene un término.
Cuando esto sucede, es a veces conveniente cambiar nuestra descripcién
para permitir que un predicado sea la parte de una proposicién que se
conuvlerte en una proposicion simple al insertar uno o mds términos en los
lugares adecuados: ‘el hombre [término] ama”, “x [témmino] es mayor
que 5 [término)”, y asi por el estilo.

Neccesitarnos usar predicados simbdlicamente. Usaremos una letra ma-
ylscula para representar un predicado. Cuando queramos mostrar cuéntos
términos pueden estar implicados, pondremos letras minisculas tales como
x o y a su derecha. Si C representa a “es un nimero natural”, entonces
escribiremos Cx por “x es un ndmero natural”. 8i G representa a “es mayor
que”, entonces escribiremos Gxy por “x es mayor que y’. En la tabla XIX
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aparece una breve lista de algunos ejemplos de este simbolismo que usare-
mos en las paginas que siguen.

TABLA XIX
Predicado
Predicado Significado ¥ Significado
término
C cs un namero natural Cx X ¢s un numero natural
G ©s mayor que Gxy X es mayor que ¥
R corre de prisa Rb Bernardo corre de prisa
2% £s Mayor que Cero Zy ¥ €s mayor que cero
D €5 un perro Dx X s un perro
L ticne seis patas Lx % tiene seis patas

Nétese que los nombres comunes y las descripciones, como distintos de los
nombres propios, forman parte de los predicades. Un predicado puede
tener o no tales nombres comunes. “Bernardo corre de prisa” tiene “corre
de prisa” como predicado.

Al simbelizar proposicioncs, usaremos con frecuencia letras auintsculas
para representar a los términos. Por ejemplo, si R representa “corre de
prisa”, podriamos poner b por Bernardo, y abreviar la sentencia escribiendo
Rb. Siempre guardaremos a x, ¥ y 2 para uso general, sin embargo, y nunca
las usaremos como términos particulares, Si en alguna ocasién tuviésemos
una proposicidén, por ejemplo, “Jerjes corre de prisa” encontrariamos alguna
letra. por ¢jemplo, ¢, para representar a “Jerjes”, y cscribirfamos: Re.

Grupo de ejercicios 9

Usando letras mayusculas apropiadas por los predicados y lctras ini-
nisculas por los términos, simbolicese cada una de las siguientes propo-
siciones:

1. xesigual ay.

2. Rover tiene cuatro patas,
3. Bonita da leche.

4. Pussy bebe leche.
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Todavia no estamos completamente preparados para simbolizar los ar-
gumentos con los que comenzamos. Necesitamos algo acerca de “todos los
nGmeros naturales son mayores que cero” y de “ningin perro tienc seis
patas”.

Vayamos tan lejos como podamos con las siguientes frases y términos.

es un nimero natural
€S mayor gque cero

€S un perro

: ticne seis patas
Rover

3

TIEEND

Lo que ahora necesitarnos es alguna forma de decir “todos los nimeros
naturales son mayores que cero” y “ningQin perro tienc seis patas”, En tér-
minos de nuestra estructura simbélica el procedimiento mdas claro seria
convertir estas proposicioncs en algo como

Para todo x, si x es un nmero natural, entonces x es mayor que cero.
Para todo y, si ¥ s un perro, entonces ¥ no tiene seis patas.

La razén para csta aparentemente oscura locucién es que necesita-
mos solamente un simbolo mas y con ¢l sélo ya seremos capaces de resumir los
argumentos simbdlicamente. Usarcios ¢l simbolo (¥ x) para cualesquiera
de las siguientes expresiones:

Para todo x
Para cada x
Todo #
Todo

Reconsideremos nuestros dos argumentos en forma simbélica:
(¥ 2 (Cx —> Zx)
Ct
Zt

(Vy) (Dy— —Ly)
Dr

SorT

Estos parccen, excepto por un detalle de menor cuantia, exactamente
como el ya familiar modus ponens. Entraremos en detalle después de
una corta discusién sobre ¢l uso de (y x).

Debe quedar absolutamente claro hasta qué punto el simbolo (¥ x}, al
que se llama “cuantificador unijversal”, ejerce influencia sobre una propo-
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sicién compuesta, Si omitiésemos los paréntesis y escribiésemos (V x) Cx —
Zx, deberiamos entender algo como esto: “si todo x es un nGmero natural,
entonces x es mayor que cero”, Por tanto, para obtener lo que realmente
querenos decir, debemos poner Cx ~» Zx entre paréntesis: (¥ x) (Cx~> Zx).

Nunca debemos usar variables que se presten a confusién. Una forma
de evitar esto es tener en cada situacién una letra diferente para cada dife-
rente categoria o tipo de objetos y para cada término.

Esto nos lieva a otra regla que necesitaremos.

Regla de instanciacion: en cualquier proposicion precedida de
un cuantificador universal, la variable indicada por el cuanti-
ficador puede reemplazarse en toda la proposicion por cual-
quier término,

Indicaremos el uso de la regla de instanciacién por “I”.

1. {V 21 (Cx = Zx), Pr

2. Ct. Pr

3. Ct> 7. 1 1
4. Z¢. MP 3, 2
1. {V y)(Dy-> 71 Ly). Pr

2. Dr. Pr

3. Dr—> M Ly, 1 1

4. VL. MP 3, 2

En otras palabras, nuestro nuevo sistema es exactamente nuestro vicjo
sistema, una vez que prescindimos del cuantificador universal al reemplazar
la variable por un término adecuado. Naturalmente, tenemos que elegir ci
término adecuado con cuidado; no seria de gran ayuda que al final termi-
nasemos con una proposicién como: “si 3 es un perro, entonces 3 no tienc
seis patas”,

Grupo de ejercicios 10

Escribase la forma simbélica de cada uno de los siguientes argumentos.

1. Todos los gatos tienen bigotes.
Tobias es un gato.
Luego, Tobias tiene bigotes,

2. Todos los sAbados duermo hasta mediodia.
Hoy es sdbado,
Luego hoy dormiré hasta mediodia.
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3. Todas las balandras tienen velas.
“Espuma” es una balandra,
Luego “Espuma” tiene velas.

4. Tode hombre fue nifo alguna ver,
El sefior Garcia es un hombre.
Luego cl sefior Garcia fue nifio alguna vez.

5. Escribase una prueba completa de la forma simbdélica para el ejercicio 1.

6. Escribase una prueba completa de la forma simbélica para el ejercicio 3.

— oo

Debemos tener sumo cuidado con el uso de los negativos en conexién
con los cuantificadores. Considercmos, por ejemplo, estas proposiciones:

1, No todos los hombres son locos.
2. Ningiin hombre es un loco,

La propesicién (1) es, evidentemente, la negacién directa de la propo-
sicién “todos los hombres son locos”. Si alguien dice “todos los hombres
son locos”, esperamos que se nicguc tal aftrmacién diciendo “no, no todos”,
o, “no, algunos hombres no son locos”.

La otra proposicién es diferente. Antes de buscar cual es su negacién
podemos primero escribir de nuevo la proposicién como “todos los hombres
son no locos”. Esto es confuso. Si viéscmos la proposicidn aislada, no sabria-
mos si era equivalente a la proposicién (1) o a la proposicién (2). Es esta
una razén més para ser cuidadosos, Ensayemos ahora en esta forma: “todo
hombre no es un loco”. Para propésitos simbélicos, escribimos esto como:
“para todo x, si x eés un hombre, entonces x no es un loco”. Es decir, coloca-
mos la negacidn en el consecuente de una implicacién,

Podriamos haberla puesto en una forma diferente teniendo la misma
connotacién légica: “para todo x, no es ¢l caso que x sea a la vez un hom-
bre y un loco”. En simbolos (¢ x) (T (Mx & Fx) }, como puede ver el lector
en la tabla XX,

TABLA XX
Mz | Fz | Mz&Fz | = Fe]Ms— — Fz “=ﬁ (Mz & Fr)
A\’ \' v F F F
A% F F v Vv '
F v F F Vv Vv
F F F v Vv \
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¢Qué hay acerca de (V¥ x} (3 (Mx— Fx))? Se lcerd méas ficiimente
esto si recordamos la forma de negar una implicacién: V x({Mx & 71 Fx).
“Todo es un hombre pero no un loco”. Esto no es en absoluto lo que tenia-
mos in mente. ;Como decimos: “algunos hombres son Iocos”? Negamos la
proposicion “ningin hombre es un loco”:

S (Y x) (Mx— T Fx) o TH(V x)(T(Mx&Fx)).
La combinacién simbdlica = (¥ x) 71 recibe un simbolo especial 3 (x) que
se lee de cualesquiera de las siguientes maneras:

Hay un x tal que,
Existe un x tal que,
Para algin x,

o una equivalente. Por ejemplo,
( 3x) (Mx & Fx)

se lee “hay una x que es a la vez un hombre y un loco”, o “para aiguna
x, x es a la vez un hombre y un laco”, o “algunos hombres son locos™.

Grupo de ejercicios 11

Escribanse las proposiciones en espaiiol que son las negaciones de las
siguientes:
1. Todos los gatos son blancos.
2. Algunos gatos son blancos.
Ningln gato es blanco.
Ningiin gato es no blanco.

Usando simbolos convenientes, exprésese cada una de las anteriores
proposiciones y su negacion.

2P L)

oQo

Para lecturas posteriores

Entre los varios libros valiosos que tratan el tema que aqui hemos
introducido, uno es el Fi Z ematical Logic de Patrick
Suppes y Shirley Hill {segunda edicién; Boston: Ginn & Co., 1966).
Este libro de 271 péginas puede adquirirse en Ginn and Company,
Statler Building, Back Bay P, O. 191, Boston, Massachusetts 02117,
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Grupo de ejercicios 1 (pag. 28)

Al

Mo

10.
11.
12.
13.
14,
15:
16.
17.
18.
15.

20.

2L

22.

23.
21,

25,

26.

Llueve y no me voy.

Si no viene, yo voy.

Cuando hace calor, llueve,

O hace calor o llueve,

No es el caso de que Hueva y no vaya yo. (Mejor: o no estd lloviendo
o voy.)

El esta viniendo si ni hace calor ni llueve y solamente en ese caso.

El esta viniendo si ni hace calor ni llueve y solamente en caso de que
ambas cosas sucedan.

Yo voy si hace calor o si no llueve.

Hace calor y llueve; yo voy, pero ¢l viene,

O yo voy, o él viene, pero no ambas cosas.

F—H.

G— T H.

(E&F)— (GV H).

F—>E,

EV G.

E->TF.

“TH—=>GVE.

x es mayor que ) y x es par.

Si no ocurre que x es par y x es menor que 3, entonces x es un mui-
tiplo de 4.

St x no es menor que 3 o x es un multiplo de 4, entonces x es mayor
que 5.

Si x no es par y x es menor que 3, entonces x¥ no es un multiplo de
4 o x es mayor que 3.

Si no ocurre que x sea mayor que 3 o que x no sea par, entonces x €s
menor que 3,

x no es menor que 3 y x no cs un miltiplo de 4.

Si no ocurre que x es par y que ¥ es mayor que 3, entonces x no €s un
mltiplo de 4.

Si x os un multiplo de 4, entonces ne ocurre que x sea mayor que 5
© que ¥ sea menor que 3.

Si & es un miltiplo de 4 o ¥ no es par, entonces ¥ es mayor que 5 0 x
no es menor que 3.

59
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Grupo de ejercicios 2 (pdg. 35)

Si las tablas basicas se ordenan en la misma forma que las tablas que
preceden inmediatamente al conjunto de ejercicios, los resultados son:

P Q R 1. 2, 3. 4. 5. 6. 7. 8.
A% A% v v v A% \% v A% AY v
Vv Vv F v Vv v Vv F F v v
v r v v vV A% v F F Vv A%
v F F F v A% v F F ¥ v
T v A% F Vv Vv Vv F F F Vv
¥ Vv F F F A% v F F T F
F F v F ¥ Vv v F F F F
F F F F F F ¥ ¥ F F F

9. Las proposiciones 1 y 7,2y 8,3y 4,5y6.

Grupo de ejercicios 3 (pag. 37)

t. Pl o] =e|l e lar-sa] Poimr-ql
vi vl ® | v v v
v|F|[F |5 v v
¥ A\’ vV \'% Vv vV
FlF | v |F ¥ v
2 P a rP&Q | rag-r
V Vv V Vv
F F v
F| v F W
F F v
3 el @ =2 reeoerojr-—rew
v v| F v 5 v
v| ¥4 F F \% Y
Pl vl w F v v
Fl v F v v
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4, P Q reQ | PyQ | (PEQI»(PyQ)
v v \Y% v M
v F F v v
F |V F \% v
F F F F v

Grupo de ejercicios 4 [pdg. 41)

1. Si
2. No
3. No
4. Si
5. §: nieva; G: esquiaré.
1. §—G. Pr
2085 Pr
3. G MP 1, 2
6. §: voy de compras; H: compraré un sombrero; D: compraré un traje
azul.
1. S—>H. Pr
2. H—>D. Pr
3. §. Pr
4. H. MP 1, 3
5. D. MP 2, 4

Grupo de ejercicios 5 (pdg. 43)

1. Si

2. 8t

3. No

4. 8i

5. N: voy a Nueva York; P: viajo en aeroplano.
1. N> P, Pr
20 Py Pr
3. TN, MT

6. H: me pelo; §: me quedo en casa.
1. T H - S. Pf
2. 8. Pr
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3. 711 H. MT 1, 2
4. H. L ‘8

Grupo de ejercicios 6 (pdg. 45}
1. P>"Q
Q

—1P

2. M P>T1Q

Q
P

8. 5
4. Si

Grupo de ejercicios 7 (pdg. 48)
1. Los pasos 5 y 6 son equivocados,

2. Lo siguiente es correcto:

1. 4—- B. Pr

2. CV D. Pr

3. D> B Pr

4. VG, Pr

5. 7 C-D. L 2
6. D. MP 5, 4
7. OB MP 3, 6
8. —1 4. MT 1, 7

Grupo de ejercicios 8 {pdg. 52)

1. Voy al centro, pero no me compraré un sombrero nuevo,
2. O no voy a comer, o no voy al teatro,

3. No voy a la playa, y no voy a la montaiia.

4

. No me estoy dando prisa, pero no llegaré tarde.
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Qo o

Si Juan va, yo iré.

Yo no voy, pero Juan no va.
Si compro un sombrero nuevo, iré al centro,

Si ilego tarde, no me daré prisa.

Grupo de ejercicios 9 (pag. 54)

1. E: es igual a;

2. F: tiene cuatro patas;
3. M: da leche;

4. D: bebe leche;

Exy.
Fr.
Mb.
Dp.

Grupo de ejercicios 10 {pdg. 56)

1. C: esun gato; W: tiene bigotes; ¢: Tobias.

(v %) (Cx— Wx)
C

t

63

2. §: es sdbado; N: es un dia en que duermo hasta el mediodia; ¢: hoy.

3. §: es una balandra; H: tiene velas; s: “Espuma”,

4. M: es un hombre; B: fue nifio; s: el sefior Garcia.

1. (¥ x){(Cx—> Wx).
2, Ct,

3. Ct—> Wt.

4, Wt

Wt
(V¥ &) (Sx > Nx)
St
Nt
(V x) (Sx » Hx)
Ss
Hs
{V x) (Mx — Bx)
s
Bs
Pr
Pr
I i

MP 3, 2
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6.
1. (¥ x)(Sx—> Hx). Pr
2. Ss. Pr
3. §s— Hs. I 1
4, Hs, MP 3, 2

Grupo de ejercicios 11 (pag. 58)

1. Algunos gatos no son blancos.

2. Tedos los gatos no son blances; o, ningn gato es blanco.
3. Algunos gatos son blancos.
4. Algunos gatos no son blancos.
5. Cx: x esun gato; Wx: x es blanco.
(1) (¥ x){Cx > Wx), (3~ (Cx& T Wx).
(2) (3x){Cx& Wx), (V x) (Cx=> "1 Wx).
(3) (V¥ x){Cx~> =1 Wx), (3 x)(Cx & Wx).
(4) (Vx) (1 Wx—> 1 Cx) {(3x)(Cx& I Wx).

Estaobraterming de imprimirse el dla 20 de junio
de 1972, en los talleres de Offset Rebosdn, S. A.,
Zacahuitzco No. 40, Col. Portales, México, D. F.

Se tirarow 2-000 efemplares
mds sobrantes de reposicion



(National Council of Teachers of
Mathematics) que esta serie de cuader-
nos pueda suxiliar tanto a los maestros
en su c&tedra, como a los alumnos en su
aprendizaje.

Titulos que componen esta coleccion:
1. Conjuntos
2. Nimeros enteros
3. Sistemas de numeracién para los
numeros enteros
4. Algoritmos de las operaciones con
nameros enteros
5. Ndimeros y sus factores
6. Numeros racionales
7. Sistemas de numeracion para los
numeros racionales
8. Proposiciones numéricas
9. El sistema de los enteros
10. El sistema de los nimeros
racionales
11. El:sistema de los nimeros reales
12. Légica
13. Graficas, relaciones y funciones
14. Geometria informal
15. Medida
16. Recopilacién, organizacion e
interpretacién de datos
17. Sugerencias para resolver problemas
18. Simetria, congruencia y semejanza

OTRO TITULO

Manual de 16gica para
estudiantes de matematicas
Gonzalo Zubieta Russi

Es una valiosa ayuda para la mejor comprensiéon
del lenguaje matematico. Ofrece a los estudiantes
de matematicas, el material que necesitan sobre
técnicas de orden logico del manejo del lenguaje
matematico, ¢l empieoc de métodos eficaces de
razonamiento, etc., ya que muchas de laa dificul-
tades con que tropiezan se deben a la faltu de
familiaridad con todos estos factores.



